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1 Die Schrodinger-Gleichung

1.1 Herleitung fir ein freies Teilchen

de Broglie: ;_5 = hk
nicht-relativitstische Energie:  E = p?/2m
Annahme: Wellengleichung der Form
a™yP o™y
“ont " omx
Losung sollte Welle sein, also Paglilhex-wt),

2

Ak?\"
= a(—iw)"=b({k)™ & a (—i—) = b(ik)™
2m

= m=2n
Einfachste Wahl: n =1, m = 2:
oy h?

jh— = ——T?
: ot 2m v

1.2 Erwartungswerte

. . (1) Produktregel, Schrédinger-
() = [ dr*ip ' ’

Gleichung eingesetzt

(0) = %f) = fd7”37'%¢*ll) (2) zweimal PI
(;) Zimfdr3 ((VZIP*)IP?—III*?VZUJ)
@ %fd#‘ (W VEYF — P FT )
S N (gggi , w)
, Sap
B % +%xﬁ ;;Pu g;ci - 2% + xgV?p = 273 + 772
= [ dr® @'Vy)

= p=mB) = —ih [dr® Y'VY)

1.3 Operatoren
Physikalische Observable 0, dargestellt durch Operator O:

(0)=(0) = fdr3 Yoy, OyY=0y

Wichtige Operatoren:

F=7 p = —ihV
~ P2 A2 . ~ . PO
T=L=-_2y V=V A=T+V

1.4 Zeitabhangigkeit von Observablen

., 9(0 . 0 ¥ A 4] .

i %=Lhafdr31p01p ma_lf:mp
_ . 0" & e %Ay OP N
= deg (lthlI) + lfllp Olh;) —ifla(;pt = Hy*

= — [ ar® ((Ay*)oy - y*0fy)
= —[dr® (y"HOY — " ORY) = [ dr*y*[0, Ay
= ([0, 1)

Da [H, H| = 0 folgt (H) = const, also Energieerhaltung

1.6 Ehrenfest-Theorem
Aus Abschnitt 1.4/1.5 folgt:
9(p)

ih— == ([p,H]) = ([, V]) = k(W (¥)) = in(F)
Im Erwartungswert gelten die klassischen Gleichungen:
up) _ p o _
Se=(F)  mo=()

1.5 Kommutator

Fiir Operatoren 4, B, C gilt:
[4,BC] = B[A, C] + [A, B]C
[4,B"] = X0 B™[A, B]B" ™™
Mit [B, [4, B]] = 0 folgen die beiden Formeln:
[4,B"] = nB"1[A, B]

e4*B = e4¢Be~l481/2 (Baker-Campbell-Hausdorff)
Beispiele (Skript S. 12):

[Be 7] = —ih8ap [6.7]=[r.V]=0

[#,H] =[#T] = inp/m | [, V] = —invV (#)

[AB,C] = A[B,C] + [A,C]B

1.7 Stationdre Schrodinger-Gleichung
v

L g=_"p2 v
ih=Hy H=-r>+v =0
Separationsanasatz: Y (7, t) == f(t)@(¥)

hof _ 1o .

ot o @ = const. =

of it

= ihazEf = f@t)=fie
= Hp=Ep = Eigenwertgleichung

Da die Zeitabhingigkeit nur ein Phasenfaktor ist, ist (#) =
[ dr3 y*71 zeitunabhingig. Aber: Bei mehreren Losungen

(Hp, = E,@,) istauch = ¥, a, ¢, exp (— %) eine Losung
und dann ist () zeitabhingig.

1.8 Wahrscheinlichkeitsstrom
Wabhrscheinlichkeitsdichte: p :== 1*y. Existiert ?3_[: =-Vj?
ap Loy oY
a Vot
« 1 7 1 75 54
=y HY - HY
=4 h * *
=] =@V - YT
Mit i :== A(r)e™® folgt:

Lo VY~ YY) = -]

2mi

J
Beispiel: 1/}~€‘7€F = 7= %1,[1*1/)1? = p¥ (mit ¥ = % = %)




2 Messung, Unscharfe,
Impulsdarstellung

2.1 Hermitsche Operatoren
07 ist der hermitesche/adjungierte Operator zu 0, falls gilt:

fdr3 WO = fdr3 (Ot p)
Operator O heiflt hermitesch/selbstadjungiertfalls 0 = O*.
Eigenwert-Gleichung: 0, = 0,9,

0 f ar® ¢nen

fdr3 (Oq)n)*(pn = Or*zfdrB(pr*z(pn
= 0, = 0,, = EW von hermiteschen Operatoren sind reell
Betrachte
Lo Jdr® 9n0¢, = on [ dr® oo,
I [dr® 9;0¢, = o [ dr® oron
I—1": (0, — 0m) [ @rnton =0
= unterschiedliche EF sind orthogonal
Fiir hermitesche Operatoren gilt auch Orthonormalitat
(] ¢mPn = Smn) und Vollstandigkeit (X, o, (P, (') =
8§(7 — #"). Also lasst sich jede Funktion 1 entwickeln nach:
~ 1!’(7) = anln(pn @
Damit: (0) = Lpm anay [ dre ¢;,00,, =
an a;:lamom f d‘r3 (p:1<pm = ananlzon E R
=6nm
Ferner: [ dr® o; = Y am [ drd oo, = a,
|a,|? ist Wahrscheinlichkeit, dass ¥ im EZ ¢,, ist. Also muss
Yalan|? = 1 gelten.

= f ar® ¢;0¢, =

2.2 Messung und Unscharfe

Abweichung einer Observablen vom Erwartungswert:

AD =0 - (0) = <A0) = 0 = langweilig

Daher: Varianz <(A0)2> = (02) - (0)2 >0

Scharfe Messung: (A0) = 0 & A0y = 0 < 0y = (0)y

Seien O, P Operatoren mit gemeinsamen EF i,,:

0y, = opy Py, = puihn

= 0Py, = pp 0y, = 0P = 0, PP, = POY,

Also: 0, P haben gemeinsame EF < [0,P] = 0 & 0, P konnen
gleichzeitig scharf gemessen werden

2.3 Heisenbergsche Unscharferelation
Was wenn [0, P] # 0? Sei iR := [0, P] (fiir O, P selbstadj.).
Mit Schwarzscher Ungleichung (a|a)}{8|B8) = |{«|B)|? mit |a) =

AO[), |B) = AP[y) folgt:
((A0)*)((AP)?) = [(AOAP)|? = [([A0, AP]/2 + {00, AP}/2)|?

1 1 1
= ZIGR + {80, APYI? = Z ((RY? + ({40, APH?) = 7 (RY?

1
=2 [0, PDI?
Also: ((A0)*X(4aP)?) = il([O. PDI?

2.4 Matrizendarstellung der Quantenmechanik
ﬁW’) i E|y) mit [) = ¥, a,|n):
Y.a,H|n) = E Y, a,|n), multipliziere. mit {m|:
Yo an(m|H|n) = E X, a,(m|n) = Ea,,. Mit Matrix H,,,, =
(m|H|n) und Vektor (@),, = a,, und damit

Hd =Ed

2.5 Impulsdarstellung
Fiir Impulsoperator p gilt p|p) = plp), p € R.
Entwicklung: [)) = [dp aylp) = a, = (plY) = ¢(p)
=)= [dpv®Ip) < @'Yy =[dpyp@E)p'Ip)
= (p'lp)=6(—-p")
= |p) = [dp (pIP)Ip) = [ dplp)pl)
= [dplpXpl =1
Gleiches gilt genauso auch fiir p = x. Damit:
= (ply) = [ dx (plx)(x|1p) = Umrechnung 1 (p), P (x).
Was ist (p|x)? Ortsdarstellung von p|p) sollte gleich p¢(x) sein
mit ¢(x) = (x|p):

(xlplp) = plxlp) = —irV{x|p) = p{xIp)

1 px 1 _ipx
=>(x|p)=\/ﬁeh = (P|x)=\/ﬁ€

Ubergang zw. Orts-/Impulsraum via Fouriertransformation:

Y) = [ e TP, W) = [T yp)

2.6 Operatoren in Impulsdarstellung
Impulsoperator:
lplY) =pply) = p=p
Ortsoperator:
(pIRIY) = [ dx'{plx"Mx'|R|p) = [ dx'{plx")x"(x"|)
= ih 1 dx'(plx' M) = i 2 (plx')
= X =ihv,
Hamiltonoperator:
p* P .
ot VW) = ot vV (inv,)




3 Harmonischer Oszillator

3.1 Herleitung 1

V(x) = Exz mit k == mw?:

h? d? ) _
Hy = ( 2m dx? T )l/)—El/)
Dimensionslose Skalierung: ¢ := wa, %
mw h% d? h mo
=>H¢ = (- e ) = e

o+ =0
Betrachte zunachst ¢ > max(e, 1): @
d [ (ap\? _ or
—Theep=0 o (%) -sv?) =292 - 0 ’ "
= ((d_f) — lepZ) =—c & ‘:é) /C + lel’z

Mit lim 1 = 0und lim 1/)’ = 0 folgt ¢ = 0. Also:

d_§—+§¢ = 1p~e 2 (+ ist nicht moglich)

Also haben wir Y (§) = h(f)e‘f /2 Einsetzen ergibt:
h" —2¢h +(e—1)h=0

Potenzreihenansatz: h(§) = Yoy a,&"
=h'= Z?ﬁ:l annfn_l = Z?:o annfn_l
= h" =35, apn(n — 1)§"72

= Y=o ns2(n + 2)(n + 1)¢"
= a,,m+2)n+1) —2a,n+ (e — Da, = 0

oa _ (2n+1-¢)

M2 T (n+2)(n+1)

Fiir grofle n: a,,, = %an, das entspricht ef’, also Y= e$*/2 und
das divergiert. Damit ¥ nicht divergiert, muss die Reihe
abbrechen: Wahle € = 2ny, + 1 & E=hAw(n, + 1/2), dann
bricht die Reihe bei ny ab. Es muss dann noch gelten:
n, gerade = a, =0
ny ungerade = a, = 0
= nur symmetrische oder antisymmetrische Losungen
Die Rekursionsrelation entspricht den Hermitepolynomen

Hay (@577 (= L) o612
= P = Can('f)e_Ez/z

3.2 Lésung des Harmonischen Oszillators (Ubersicht)
Wellenfunktionen:

Un (&) = cuHn(§)e~8"/?

n/2 1/4
mité = / xundcn—zn! (hn)

Eigenenergien:
1
E, = hw (n + E)

Konkrete Losungen fiir n < 2:

n € Ny

mwn1/4 _mo ,
Po(x) = (E) e zh”"
V2 mon3/4  _moe
P (x) = 1T1/4(T) xe 2r”

1) = () (25 - 1) e

3.3 Herleitung 2

Definitionen:

a= M (541 at= ™ (3—_L5) §=ata

a= [(e+ngp) at=[5r(e-5p) F=a'a
o 1. _ hAmo _

= x—/me(a+a) p= l’ @t -a

H=ho(N + 5)
Kommutator-Identititen:
[@atl=1 [Na]=-a [§af]=a'
EF von N sind EF von A. Mit N|n) = n|n):
Aln) = ho (NIn) +3 1)) = ho (n +3) In)
= F = hw (n + 5)
Was ergibt @|n), at|n)?
Naln) = aN|n) + [N, a]|n) = (n — 1)aln)
= dn)=cn-1)

Bestimmung von c: cNln—1) = c(n—Dln—1)

= (n|N|n) = (n|ata|n) =c’c(n —1ln —1) = |c|?
=n(N|N)=n
AT — ~*
{:}c:ﬁ (n|la c*(n—1|
Endergebnis:
aln) = Vnln — 1)
atln) =vn+1n+1)  (Herleitung genauso)
1 .a
= |n) =—at"]0)
| N |

Um mit d keine Zustidnde mit n < 0 zu erzeugen, muss n € N
sein.

Grundzustand:

dIO) = 0, in Ortsdarstellung:

FE+ D)@ =0 = wo() ~ e

= Pu©) ~ e = at"e /2 ~ (- L) o2
= Hne_fz/z

3.4 Hermitpolynome

2 2

z a\" -z an  _
H,(z) =e> (Z_E) ez = (—1)"ezzdz—ne z?
Eigenschaften:

42
N e te+2zt —

= Y= o—,H (2)
> SHy(2) = 2nH, 4, (2)
= Hpy(2) = 2zH,(2) — 2nH,_1(2)
(%— 222 + Zn) H,(z) =0
- f_oo dz e *’ H, (2)Hp(2) = 2" VT8,
Konkrete Hermitpolynome fiir n < 4:
Ho(§) = 1; Hy(§) = 2¢; Hy(§) = —2 + 4¢%
Hy(§) = —12& + 883, H,(§) = 12 + 4882 + 16&*




4 Eindimensionale Probleme

4.3  Paritat
Definition Parititsoperator: Py(x) = y(—x)
P ist selbstadj.:

4.1 Stufenpotential
0, x<0
e = {Vo, x>0
x <0:
_h_Zdz—w = — ikx —ikx _ |2mE
mawe —EY = v _A—ew +Bip k= |
Wahrscheinlichkeitsstrom:
j = h_k |A|2
]_zmi(lp @ ¢dX) =_h_k|B|2
i Al Je B 2 "
Reflexionskoeffizient: R = |]—| = |Z|
x>0, E>V,:
W & w ! 1 2m(E-Vy)
“omae = E~ VoY = px) =C e:”‘ k' = To
., Rk,
= ]—> = 7 |C |2

.. _ k' |c
Transmissionskoeffizient: T = |J"| = |—|

= [ dx " ()p(—x)
= [T dxp (—0)p () = [T dx yp* (—0)e(x)
= %, dx (Py(x) o(x)
Esgilt[P,H] =0 < V(x) =V(—x):
PAY(x) =P < ~+ V(x)) P(x)
V(x)= V( x) ap

( e x))Pll)(x) APY(0)

Wegen [P, H]| = 0 haben P, Hf gemeinsame EF. Betrachte
Eigenwertgleichung Py(x) = Pi(x) und

J dx ()P (x)

X—>—=X

2m axz

n? 92

2m 9x?

P2y(x) = {p"’(;;‘i;)‘“") = P=+41, P2=1
= Pox) = {Pgo(xq;(;?(p(x) = gerade oder ungerade

4.4  Rechteckige Box

Vo, x < —a
PO)=9(0O0*) = A+B=C( V(x)={0, —a<x<a
YP'(07)=y'(0") = k(A-B)=k'C Vo xX>a
- o B _ 1-k'/k E>Vy:
A 1+k'/k A 1+k'/k Betrachte Problem fiir £ > 0, V, = =W
- T= (4k)/k _ 4/1-Wo/E = k' =./2m(E + V) /h?
(A+k'/K)?  141-Vo/E )
x>0, E<V,: =T=— -
p————, 1+W+V)sm k'a)
Y(x) =Ce™, k= ( h;’ ) = Weiterhin existieren Falle mit R # 0 oder T = 1
WO ) =p(0*) = A+B=C E<Vo:
1/)(0)_1/)(0+) = k(A-B)=- Ae™*, x<-—a k= Z;ln—zE
B _ 1-ik/k _ z _ ,-2ip mz = ikx —ikx  _
= AT Tk © |z =re®, tang = Iez =% e [Ce F+—€xe ¢ S>x = 2m(Vo—E)
= l/)(x <0) = A(e”‘x + e‘l("“z‘f’)) e x>a = -
o Co_ 2 _2,ip_ —ip Paritit = (—x) = +(x) = F = +4,D = +C
A 1+ik/k 1 1+1c2/k2 Ae*x, Ae™*,
= TrtanZg e™® = 2¢7' cos? ¢ = YP(x) = {ZC cos(kx) oder 2iC sin(kx)
= P(x > 0) = 24 cos?(¢p) e Pe* ) Ae™™ —Ae™™
Nun geniigen RB an rechter Grenze (C = 2C):
4.2  Kastenpotential (Herleitung Skript S. 46) Y(a*) =9(a”)| Ae™ = Ccos(ka) [Ae ™ = iCsin(ka)
Voo ](/). X<< —i Y (a*) = ¢ (a)|xde™® = Cksin(ka) | kAe ™ = ikC cos(ka)
x)=4V,, —a<x<a _ —
00' > a Mit)’] — Ka,f = ka: k=k tan(ka) k=—k cot(ka)
E >V = n=¢{tan§ n=—{cots
Aehx 4 Be~ikx x < —a k= |ARE = P+ =a’k? +x) = VO/Zma2 =y
’ 2
V(&) ={cek’* + pe~ik'* _g<x<a " Fiir y = nn/2 gibt es ny gebundene Zustinde, wobei n, das
Feikx x>a K = [PmE-V) kleinste n ist, das folgende Gleichung erfiillt:
h? 2 K2
2 2 V., < ) —
r= |£| » R= |§| 0 (nZ) 2ma?
Setze A = 1. Damit:
-2ika n
F = 2e TR B=F1ik - sm(Zk a) A Eta:nf —& coté
cos(zk’a)—l kJ;c’ sin(2k’ a) 2 kk Y ] 1
T = V21 t T y<Z III §<y<ﬂ
1+msm2(2k’a) - 1 Lsé 2 LSg
Esist T = 1fiir 2k’'a = nm, mit k' = 21/’ folgt
’ erade , (ger./ung.)
(nA")/2 = 2a, wobei 2a gerade die Potentialbreite ist. (8 ) Y ¢
E <V, -7

Gleiches Y mitk' = i\/2m(V, — E)/h =

T = ! ~ 16 520E) o —txa
Vo

142 sinh2(2ka)

Vo
2E(Vo—-E)
(letzter Schritt fiir ka > 1, dies ist der Tunneleffekt)




5 Drehimpuls

5.1 Teilchen auf Kreisbahn und Drehimpulsoperator

Lagrange-Fkt: L(¢, ) = %vz -V = mTRzgﬁz — V()

Kann. Impuls:  py = g—; = mR?¢
2,
Hamilton-Fkt: H(¢,py) =T +V = %q&z + V()
2
—_Po
~ " 2mR2 +V(¢)
Mit Operatoren ¢ = ¢, Py, = —ihV folgt:
I L
A= gmrzag: t V(@

Drehimpulsoperator:

L=fxp=—iht xV sz—ih(y:—z—z:—y)
5.2 Rotationssymmetrie E’j
Infinitesimale Rotation: 7 — # + d7f = 7 + dg X 7 rod
=y > Y@ +dr) = @) +dr V()

= (@) + (dgp x F) V() = (F x V)dg(7)

= (1+dgG x V) w(@)
= Inf. Rotationsoperator: R = 1 + %(F xXV)=1+
= e_iLTw
(vgl. Translationsop.: Tz = e & )
Also ist ein System invariant unter inf. Drehungen, falls

S

g
QU
Rt

iLdg
A

Fiir endliche Drehwinkel «:

@
h

[RA]=0 (& [LAH]=0).
Falls dies gilt:

o) _
at
= L, E konnen gleichzeitig scharf gemessen werden

%([f, 1'7]) = 0, Drehimpulserhaltung

5.3

Kommutatoralgebra €1)kE21)
Zi = Eijkfijk' mit [x]-,pk] = lfl5]k folgt = €jk1€j21
[L L ]: €€ [x-p xp ] = k2011 — 6112
xr by 1jkC2lm | 4Pk MPm = 5,{2511
€1jk€2km = 517115}'2

= €1jk€2tm | Xj [Pro» X1Pm] + [xjvxlpm] Pk
=—ih8k1Pm =ih g
= ih(€1jk€20 %Pk — €1jk€2km¥iPm) = ith(X1py — Xap1) = ihL,
= [L;, L;] = ihe;j Ly
Betrachte: [L,, L?] = [L,, L2] + [L,, L2 ]
1. Term: [L,, 2] = L,L% — 2L, = L,L,Ly + ihL,L,
—(L,LyL, = ihLyLy) = iA(LyLy + LyLy)
2. Term genauso: [L,, 12| = —iA(LyLy + LyL,)
= [L,,I?] = [Ly, L?] = [Ly, I?] = 0

5.5 Eigenschaften von Drehimpulsoperatoren
fsei (nur) definiert durch [J, f;] = ife;jfy = [fi,fz] =0
Je=Jtif =>jl=j¢
Eigenschaften:
= o2 =0 [LJ]=20. [l.]]=2n]
JP=] g+ R0, =+ -1,
Eigenfunktionen:
Sei ¢,, EF von J,: J,¢,, = hm¢,, mit Eigenwert Aim € R
= JJ+Om =J1)20m + W om = R(m + D], 0,
= J+Pm = CnPm+1, BENAUSO: |_Qpy = CryPm_q
[/.,J?] = 0 = ¢, istauch EF von J2:
iz(pm = hzk%ﬁom
[ {c,;wzq)m = e e kP = W2k O
Rk 11 Pmet
= k2, = k2., = vermutlich k,, = k (von m unabhingig)
Wie viele EF gibt es?
(m|/2|m) = h?k? = (m|jZ|m) + (m|JZ|m) + (m|JZ|m)
>0 T =h2m?2
> h?m?
=k’>m%, k>0= —-k<m<k
z]+§0mmax = 0]—‘pmmin =0
Betrachte:
J2 Ormmay = W2k O = 12 (Miax + Minax) @y

]_)2 Pmpin = hzkz(pmmin = h? (ernin - mmin)(pmmin

J2=Ji)s +JE 11,

= mrznax T Mpax = mrznin —Mpin S Mpax = ~Mpyip
Seinun j := my, .4, also folgt insgesamt:

72 _ 27

]‘pm_h](]-l_l)(pm —]SmS]

J2Pm = hmep,
Damit m in 1er-Schritten von —j bis j kommt, muss gelten:
ganze Zahl (m = 0 kommt vor)
j=1{1

> x ungerade Zahl (m = 0 kommt nicht vor)

Eswar J.|m) = c,(,'l)lm + 1). Bestimmung von c,,:
leml2(m + 1m + 1) = (mlJ_J Im) = (m|]* - J? - 1), |m)
=2+ 1) —m@m + 1))
= cp=n/j+1) —m@m+1)
=cp=n/jG+1) —m@m—1)
= Fiir jedes j gibt es 2j + 1 Zustiande
= Esgiltcy,,, = =0undcy, , =c;=0

5.4  Drehimpuls und entartete Zustande

Betrachte Zustdnde mit nicht-entartetem Spektrum.
HYy=Ey < Hy*=Ey*

Y nicht-entartet =Yy =yP* =P € R

(L;) = eijc(®;Pr) = —ihejn [ dr31p*x]-667k1/) =iy, y €R

(day € R, abgesehen von globalen Phasenfaktoren)

Da L; hermitsch = (L;) e R= (L;) = 0

Betrachte 2 Operatoren O, P mit [0, P] # 0 sowie [0, H] =

[P,H] = 0und Py = py (p EZvon P).

=0y #ay, HOY=O0HY =E0Y

Damit sind ¥ und Oy + 1 entartete Zustiande

5.6 Orbitaler Drehimpuls in Kugelkoordinaten
Drehimpuls in Kugelkoordinaten:

= (L a a
L, =ih (sm(p£+cot6cos<p%)

& ; d . a > .
Ly=lh(—cosg0£+cot951n<p£) L,=—ih—

2o _p2 1 6(,98)4_ 1 02
- sing 90 \*" " 39) T sin? 6 9¢2

Laplace-Operator in Kugelkoordinaten:
A_16<28)+ 1 6(_66)+ 1 02
“rzar\" or) T rzsineag\>" " 9g) T rzsinze dp?
10 ( 5 6) 1 i
“rzor\" ar) " nzr?
Hamiltonoperator in Kugelkoordinaten:
H= b +V(@#) = n19 ( 2 a>+ r +V(#)
" 2m = T omrzor\" oar) T 2mr ’
Fiir ein Zentralpotential V(¥) = V(r) gilt offensichtlich [L;, H] =
0 und damit Drehimpulserhaltung.




5.7 Bewegung auf Kreisbahn

72 2 2

Z e —
2mr? V() = 2mR2 d¢p? V)

Wie im linearen 1D-Fall wird Teilchen auf Kreisbahn R
gezwangt. Dann sollte gelten:

Y(p) = (e + 2m)
Fiir V() = 0 folgt Y(p) = \/%eim‘ﬂ = meZ

Mit L,y (¢) = Amip (o) folgt, dass fiir L, hier keine halbzahligen
Eigenwerte erlaubt sind.

Vermutung: (AL|A@) = h/4. L ist scharf messbar. Dann miisste
A@ = oo sein, aber Ap < 2m. Auflésung des Paradoxons:

oY () = Y (@) =Losungsraum wird verlassen, da gy (¢)
nicht mehr 2m-periodisch. Der Winkl ist keine Observable! Er ist
auch nicht eindeutig messbar,da ¢ = ¢yund ¢ = @y +n - 2m
nicht unterscheitbar sind.

H=

5.8 Eigenfunktionen von Drehimpulsoperatoren
Eigenwertgleichungen:

L,Yim(8,9) = hmY;, (6, 0)

Y (8, 9) = R?L(L + 1) (8, )

Mit L, = —ih 0/0¢ folgt:
T Yin(6,9) = i (6, 9)
Separationsansatz fiihrt auf ¥;,,, (8, ) ~e™%0,,,(0).
Wegen Y;,,(6,9) =Y,,(0,0 +2n) > mEZ

L,=L,+il =heii"’(ic0tei+i)
ey op — 06

=
ip | ; a a il !
=e (lcot9—¢+%)e 0,06)=0
= (—lcotQ +:—9) 0,06)=0
@%eu(g) = lCOtH G)ll(g)

%%@ll(e) = lcoth
< 1n0,;(0) =Insin'f + ¢
< 0,(0) =csinto

Dt

21+1)!
= Yo (0,0) = - [0

01("9)
5g n(sin

sin=1 0 cos @
B sin! 6
= lcotH

in' @ e (nach Normierung)
analog:
- ! ;
LY, 1(0,0) 2 0= ¥, ,(0,9) = = [ it g gito
: : 2l an
Die weiteren Funktionen konnen erzeugt werden iiber

Yija~L-Yy Yijpa~LiY o ete

5.9 Kugelflachenfunktionen

m+m| [(21 + 1)(I — |m])!
Von(6,9) = (-1 2 J T T

P™(cos 8)e™?

it pm — (=pm 1 2 m ghtm 2 1 1
mit P () = T2 (1 -2z S (e - 1)
(Legendre-Polynome)

Eigenschaften:

fd‘Q Yl:nyl"m’ = (lmll'm’) = 6ll'6mm'
P (x) = (=D"™P"(—x)
Parititsoperator P: PY;,,, (0, ¢) = (—=1)'Y;,,,(6, @)
Yim sind vollstandig:

fO,9) =2X2, Zin:—l A Yim (0, ©) Aim = fd‘QYl:nf
Konkrete Kugelflaichenfunktionen fiir [ < 1:

Yoo = 1/V47T

3 . —i 3 3 . i
Vi1 = /Esm9€ ¥, Y= /Ecosﬁ; Vi, =— /asmﬂ e'?

5.10 Spin
Stern-Gerlach-Versuch: Es gibt weitere Quantenzahl mit zwei
Zustinden. Die Abhadngigkeit vom Magnetfeld legt nahe, dass es
ein Drehimpuls ist, also ein Operator $ mit:
[si,sj] = ihe€;j Sk

Da nur zwei Zustiande (Experiment): j = 1/2, also |j,m) =
[1/2,1/2) = [T) oder |1/2,—1/2) = |!). Damit:
5N =nr/211), $, ) =—nh/2|1)
Da nur zwei Moglichkeiten: Matrizendarstellung einfacher.

. S Y1 ()
Spinor: Y(#,m) - <¢¢(7))

=35, = g((l) _01), da dann §, (31) = g(ipl/j)

. 1 0 A
Mitr = () v = (7) folgt 8,9 = £h/29n,
Esgilt §,|s,m) = h\/s(s +1) —m(m+ 1)|s,m + 1), also:

1 1>—h 1<1+1)+1< 1+1>11>—h11>
27 2l T 2\2 2\ 2 2721 272

$,11/2,1/2)=0
Matrix mit dieser Eigenschaft:

et D) =5 (-0 1O)-()

=5 =sl=h(] 8)
Damit folgt auch:

=305 =40 D= 2s, 540 )

Pauli-Matrizen (vollstiandige Basis aller 2 X 2-Matrizen):

5 0 1y (0 =i (1 O

G = (0x0y,0,) = ((1 0)'(1' 0 )'(0 —1))
Eigenschaften (o, = Einheitsmatrix):
00k = i€jymOm + 800, (&3)(5&) = (dB)ao +i(ax 7))5

[crj, O'k] = 2i€jxmOm {Jj,ak} = 2005]-k

A

S+




6 Teilchen im Magnetfeld

6.1 Spinim Magnetfeld ohne Orstabhadngigkeit

Der Spin ist proportional zum magnetischen Moment:
i =—YyS = —ugd, Y= %, Ug = % (Bohr-Magneton)
Mit V = —fiB liegt es nahe, dass H - H — jiB = H + y3B.
Betrachtet man ein Teilchen nur in einem Punkt, ist $ und v
uninteressant und H = y$F geniigt. OBdA gilt B = B&,:

= H =yBs, = uzBo,

= Eigenwerte: E; , = *upB = msB mshw;,
Spinquantenzahl: my = i;, Larmorfrequenz. Wy,

Damit gilt:

—iupB .
lh%—wwu = Pu@ =et = emiment

= s =w'sa=Lwiwd () 0)(5)
= Wir + i) (Rabi-Oszillation)
= 5 (I (Or(0)e ™ + i )y (0)e's")

6.2 Teilchen im duReren EM-Feld
Klassisch gilt fiir die Hamiltonfunktion:

e ist hier
_ 1 _e Teilchenladung
H = (P A) tey (fire:e<0)
mitB =V xAund E = V<p+1a—“
Eichtransformationen: 4 = A' = Vf, ¢ =¢' + ig’:

Damit die Schrodinger-Gl. ihdy /dt = Hiy unter Eichtrafos
. e >
invariant bleibt, muss Wellenfkt. zu 3 = y'e %/ ™) angepasst

werden. Damit:

L (T L e P
:Lhat lhat—l—catl/) e h

ﬁHl[)=<%(ﬁ—§j’+§Vf) +egq’ +eaf)1/)e iref

m
o' 2 1 (= A P\, —ie
ﬂlh7€ lhcf=(%(p—EA +§Vf) +€(p)lpe =

c
= py'e i = ™ (Y’ — Sy'vf)

Anpassung Wahrscheinlichkeitsstrom

- >

J=J —(1/)V1,b ¢V¢)——AI¢I2

2im

6.4 Landau-Niveaus mit Spin

Mity§ = eh/2mc & = ug6 erneut A = —yBé,:

H= (# (ﬁ - %/T)Z + e(p> 0o + tgBé  (Pauli-Gleichung)
= (i ((px + ?y)z +py + pZ) + e<p) a0 + ugBo,

= <(ﬁ ((px + ?y)z +py+ pzz) + ew) + MBB) Y =Ey

3 1
=>E=—+ha)L(n+ms+—)
2m 2

6.3 Landau-Niveaus

Sei B = Bé,, wihle A = —yBé, (dann gilt B = V x A). Mit dieser
Wahl:

1 e 2
- _ 2 2
h= 2m<(pX+cyB) +py +pz>
= unabhdngig von x, z = Translationsinv. = ebene Welle

= 1 = ellkx¥+k22)y(y) Einsetzen:

= Hy = zi((hk + fy}&?)2 +p2+ h2k2>u(y) = Fu(y)

c»(”y #o(E) 004 Jutn = Bu

2m  2m
chky
eB
= Harmonisches Oszillator-Problem mit Kraftkonstante

2 2
K=l(2) = E=h\/z(n+1)+p—z,
m\c m 2 2m
\/; eB

w = _——= —
m mc

= Larmor-Frequenz!

6.5 Wahl des Vektorpotentiales fir konstantes B-Feld
Wihlt man 4 = (§ X 7)/2 so fiir B = const. (D, geht das auf:
e 1
= (Vx A)a = = 5 €apy €y IpBuxy
1
=3 (6au6ﬁv - 6111/6!?#)3#6!?1/
1 1
= (8auSpp — 8avGyu)By =5 3By — By) = By
. ré 1 1
Damit: VA = 9,4, = y}ewauxv = EeyuvBu5yv =0
= Coulomb-Eichung erfiillt
[ﬁarAB]lp = (ﬁaAB - Aﬁﬁa)w
= (ﬁaAﬁ)lp + Aﬁ(ﬁaw) - Aﬁﬁalp = (ﬁaAB)Il)
= YolPa Aa] = La(Paha) = —iRVA = 0 (= Coulomb-E.)
= Za[ﬁa:“ia] = Za(ﬁa“ia ip
= Ap =~ (BEx#)p =BG xp) = -

EaﬁyaﬁAY B, = const.

a[fxv = 5/fv

PN ! L
Aobo) =0 = pA=Ap

6.6 Hamiltonoperator mit Spin und Bahndrehimpuls

= (24 +° B3
= H= (Zm +e<p) oy + chs
_ ﬁ_ i l—)—) 5= e? - N
= <2m+ g_gp)ao +mc(2LB +3B) + (B x7)
=V T,T/
=5(L+25)B
- e - 3
=> Gesamtdrehmoment: fi; = — Py (L + 25)

Hier sieht man den Landé-Faktor g = 2.




6.7 Magnetische Monopole

Maxwell-Gleichungen unter Annahme magnetischer Monopole:

VE = 4rtp, VB = 4t .,

= dB 5 5 _ 0E 5
VXE——E—AHT]m VXB—E+47T]6,
Magnetische Punktladung: p,, = €,,6 () = B = i—’;ér

L= r_(_ 1 (8 . _ 04g\\ 3
mitB=VXA= (rsine (ae (A(p sin 9) 29 )) ér
1( 1 34, @ L, 1(0 AL\ >
T(ae 3o o+ 1 (540 - 57)
e 5> _ emk—cosf
folgt: A = A€, = e 2 keR
Aber bisher galt VB = V(V X A) = 0.]Jetzt nicht mehr, da A
Polstellen hat!
Z.B. fiir k = 1: Polstelle bei 8 = = (also (0,0, —z) fiir z > 0)
fiir k = —1: Polstelle bei § = 0 (also (0,0, z) fiir z > 0)
Monopole ergeben Liniensingularititen des Vektorpotentials,
die im Monopol enden. Deren Lage kann durch Eichung von k

variiert werden. Idee (Dirac):

.4 _ eml-cosb .4 _ em—1-cosb
z>0: A = —— €y, 2<0: Ay = - smp e
Sie sollten das gleiche B-Feld ergeben, d.h.:

P > 2em o
AI = AII + Vf = AII + Tsirrlng e¢

Berechnung von f:

_ s 10 1 _
vf_arer+r69 e rsinB@qJesz_zem(p
Damit gilt fiir die beiden Wellenfunktionen:

.e .2eem
Wy = e he = e he ¥
Aus der Forderung nach Eindeutigkeit folgt:

2eem .ATeem

.2eem 1 s _
e_l he ¢ = e e (¢+2m) = e e = 1
4mee, nhc
S —=n2n & e=—
hc 2em

= in Anwesenheit einer magnetischen Ladung e,, ist e
quantisiert!

6.8 Aharonov-Bohm-Effekt

B-Feld nur direkt hint_)er Doppelspf\lt (etwain
Spule). Sonst iiberall B = 0,aber A = Vy # 0.

Denn fiir den Fluss gilt:

®=[dSB=[dSVxA=¢ dFA+0=A#0
Schrédinger-Gleichung:

(o (= 24) +e0)u =y
Losung: ¢ = tpoe%x, wobei (% + e(p) Yo = Ey
Beweis:

(F—24)w = e (B + o -V — = ditho) = My
Aus Vy = A folgt y = () + ffi dr' A(#).
Betrachte die beiden Wellenfunktionen im Raum hinter dem

Spalt, die durch die Wellen der beiden Spalten verursacht
werden:

() = Pro@e i~ (P exp (i-= f i AGF)) (1 dqu.)
Gesamt Wellenfkt. am Schirm:
V(@) =9 + Py
= i@ exp (i [ d' A))
+no () exp (i [, i A))
> . e 5 P N
= (wo@exp (i, &7 A@) + puo()
exp (i ify” ar’ E(?))
= (ro @ exp (112 6,47 4) + o ) exp (i 2 ],
= (0@ exp (i ®) + Yo @ ) exp (i:2
Fir die Intensitat folgt:
912 = [p1o() exp (i=®) + o ()
Also gibt es eine zusatzliche Phase e /fic® zwischen den beiden

Teilwellen, die vom Fluss @ abhangt und zu einer
Gesamtverschiebung des Interferenzmusters fiihrt.

2




7 Bilder in der Quantenmechanik

7.1 Heisenbergbild: Zeitabhangige Operatoren
Operatoren in Fkt. mit Taylorreihe mit O|n) = o,|n):
f(0)In) = L @y O™ 1) = Ty @y 0 In) = f(0,)In)
Betrachtet man in der SG i 9y /dt = Hi den Hamilton als
Konstante, flndet man die Losung (mlt H-EF ¢,):

IP(T, t)y=e" h l,b(T' 0) = Ynane h (Pn(T, 0)

iEnt
= Zn ae n (Pn(T', 0)
Dies ist eine Lsg. der SG:

_ _iEnt__ _ lEnt .
Hlp Znan A H(pn(r O) - Znan h En(pn(r 0)
6 lEn
lh— lﬁz a, = Ot ho@n(7,0) = Z ane_ h En<pn(r 0)

n
7.2 Zeitentwicklungsoperator

Ut = e_%(t_t’)
=P) =UE tHYE)
Eigenschaften:
U~(t,t) = U(tt) Ut =U' (unitir)
Betrachte |@) = Ulg’) sowie |[y) = Uly'):
(plp) = (@'|UTU[Y") = (@' U U Y'Y = (@' |9")
(unitdre Operatoren sind normerhaltend)
= (pO[0[p(®)) = (@O |U(t, 000U (¢, 0) [y (0))
= (¢(0)[0x ()| (0))

7.3 Heisenbergsche Bewegungsgleichung

Mit O, = U~*0Ufolgt:

1/\/\ —
On _ 07 55 4 1990 +Ulde

(o))

= ﬂéy ——OHH +— wobei hier 222 ;

A1 d0
o U U

SE

& %1 = [0,,A] + in 221

= Helsenbergsche Bewegungsgleichung

7.4 Dirac-Bild (Wechselwirkungsbild)

Betrachte H = H, + V(t), wobei V(t) das Potential einer

aufleren Wechselwirkung, z. B. Messung, darstellt. Dann:
iHpt _ _iHpt iHgt

Op=en Oe” n, Yp=ce h 1) mit zh = Hy
Damit gilt die Heisenbergsche Bewegungsglelchung:
ih—2 dOD = [0p, Ho| + ihaaLtD und auRerdem:

. iHgt . iHot __
ma;”—ﬂ = —Hopp +ihe n 2= —Hypp+e r Ay
iHgt Frot iHot

—H0¢D+e 0 (H0+V)¢—e Ve &

hot
=1
= Vp(©)Pp (t)
Das Dirac-Bild ist vor allem fiir die Quantenfeldtheorie von
Bedeutung.




8 Zentralpotential

8.1 Teilchen im Zentralpotential
Hamilton zweier Teilchen:

A=-Lwv_-2wive -2
T T m 1T 2m, V2 n—n
Aufteilung in Schwerpunkts- R und Relativkoordinaten 7:
R = (m7 + myiy)/(my +my), 7T:=7 -7
hZ 2
=S>H=—-—Vi——V2+V
MR om + V(@)
HR =Hy
M :=m; + m,, =141
m mq my
Hamilton lasst sich aufteilen, also auch Losung:
_ YR, = p(Byp()
= HY=EY < Hpp=Ey¢p, HY=EY
Abjetzt: H == H,, E = E,

In Kugelkoordinaten (p, entspricht nur den Radialableitungen):

Ay = ( (w2 + )+V(r)>¢ Eyp

Da L2 nur Winkelanteile enthalt, gilt [H, Z] = 0 = gem. EF
=P, 0,9) = R(r)Yn(6,9)

= Ay = (i (97 + w) + V(r)> R(r) = ER(r)

h l(l+1)

Mit Veff(r) =

Hy = (f—m + Veff(r)> R(r) = ER(r)

+ V(r) (Zentrifugalkraft!) folgt:

8.2 Coulomb-Potential, Wasserstoffatom

Nun: V(r) = —e?/r.Mitu(r) :== rR(r) und p, = ,——r folgt:
pr+h2l(l+1) e’\u __u
2m  2m 12 rlr T r
2b—_p RO RO RO _ _no .
Mit br = T e rar T T T folgt:
n? 92 hz 1+1)  e?\  _ _u
( 2mr6r2 om 73 _r_z)u_E_
92 1(I+1) 2me? 2mE _
( ar? r2 _h_zT_h_z)u_O
Definiere folgende GroRen: x?:= —-2mE/h?  x:= 2kr
Mit bohrschem Radius:

a, = h?/(me?) = R,:=h?/(2ma?) ~ 13,6V
n? = —Ry/E = (m*e*)/(h*K?)
2 I+ n 1
(W‘x—zﬁ‘z)“ =0

Flr x — oo gilt:

2 X x
371; = % = u(x) =e*2=e72 (darfnicht divergieren)
Fir x — 0 gilt:
2
gxz = l(Hl)u Ansatz: u(x) = x9. Einsetzen:
q(q — 1)xq Z=(l+1Dx7? = gqg=-L1+1
= u(x) = Ax~' + Bx'** = Bx!*! (darf nicht divergieren)
Gesamtansatz:
X
u(x) = x'*1e72F (x)

Ansatz: F(x) = Y5, cx¥, einsetzen ergibt

d? d B
xW+(2l+2—x)a—(l+l—n) F(x)=0

Mit F'(x) = Ypo(k + Degyrx®,  xF'(x) = X kepx®
und xF" (x) = X5o(k + Dkcy,1x* folgt
Chry = k+l+1-n Ch
(k+1)(k+21+2)
Fir k — oo folgt ¢, .1 = cx/k, was gerade e* entspricht.
Darf nicht divergieren, alsomuss k + 1+ 1 —n = 0 sein. Daraus
folgtn e Nfundl <n-1.

8.3 Lésung des Wasserstoffproblem (Ubersicht)
Wellenfunktionen:

Yum (1, 0,9) = Ry ()Y (6, 9)
Esistne N\{0}; Il <n;-l<m <L
Mit u,;(r) = 7 Ry (r) und x = 2kr sowie k? =
U (%) = xH1e™/2Fy (x)

Esist F,;(x) = LZlJr1 1 (x) mit Laguerre-Polynomen L] (x):

apP -
L0 = (D g lyg(@i LR = e¥imare™

Bsp: Li(x) =1; Hx)=-x+q+1

—2mE /h?:

Eigenenerg}i?en: Rydberg: R, = h?/2ma3
E,=-=2 Bohrscher Radius: a, = h?/me?
n

Konkrete Lésungen fir n < 2 und y3¢0:

P100(F) = 3—/2 /%Yo, (6, 9)

0

Yoo = 1/V4m = const.

Yo00(P) = 7 (1 - L) e_r/(za‘))yoo 6, 9)
(2a,)3/? 2a,
PYu11(F) 1 r e Y11(6,9)
Y210(F) | = =—-—e 77/ | Y;,(6,0)
You ()] V3@V Y,1(6,9)
W 2 2r  2r? /Gaoy. (p
1.11300(7‘)—3(T0)3/2 _a_o+ﬁ e 00(6,9)




9 Storungstheorie (zeitunabh.)

9.1 Prinzip

Sei ein Hamilton-Operator der Art H = H, + V, wobei die

Eigenfunktionen und -Energien von H, bekannt sind:
o = O

V ist ,Storungsterm®. Fiir kleine Stérung betrachte

H, = Hy + AV, A € R. Ansatz: Taylorentwicklung um A:

E, = E7(10) + )lEr(zl) + AzEr(IZ) 4= ZﬁoﬂjEr(lj)
0 1 2 0 i j
Yo =+ A0 + 22 + = B VY

Einsetzen in SG ergibt:
Ho + W)W + ap + 2297 + )
— (E(O) +AE(1) +AZE(2) )(1!)(0) +/11l)(1) +ﬂ.21l)7(12) + )
Terme nullter Ordnung: Holp(o) E(O)z,b(o)
Terme erster Ordnung:

AHG D + @ = 2EQyp® 4 2ED O
= H0¢(1)+V1,b(0) E(O)ll)(l) E(1)¢(0)
Terme zweiter Ordnung (A schon gekiirzt):
Hyp® 4 vp® = EOp@ 1 Oy ® 4 @y, ©
Ohne Beweis: Wenn w(l) eine Losung ist, dann auch
IO = 4O + . Damit:

< €Y |¢(0)> < (1)|¢(0)> a=0
Da a beliebig ist, kann zpn
< (l)|1/)(0)> = 0 gilt. Im folgenden wird die Tilde nicht mehr

geschrieben.

immer so gewahlt werden, dass

9.2 Nicht-entartete Storungstheorie: Erste Ordnung
(also Spektrum von H, nicht entartet)

Da t/),(lo) vollstandig, kann man

1 0
() chllp()

1
schreiben. Aus <¢7(11) |¢fl°)> = 0 folgt dann c,,,, = 0. Einsetzen in

Gleichung erster Ordnung:

0 0 1 0 0 0
> e Hp® + v = EOp® + BV
T g0y 0

Man integriere beide Seiten mit 1/);1(0):
0 0 1 0
EumBSY + (B V) = B b + CamBL”
Falla:n = m: -0

Cnn*
E,Sl) <(0>|V|¢(0)>

= E,=E® + < (0)|V|1,b(°)>

Fallb: n = m:
(0) (0)
< |V|¢ ) Nicht-
e = -0y o) Entartung
Ey” —En hier wichtig

o BI) |
=yl =) ¥
g _
m

(o) Tm
m#n n E

9.3 Nicht-entartete Storungstheorie: Zweite Ordnung

2 0
1(1)=2an¢()

L
Einsetzen in Gleichung erster Ordnung:

0 0 1 2 0 1 1 0 0
S EL dp” + v = EPW” + EPY® + B Ty dup”
Man integriere beide Seiten mit [ 1,, *(0),
EQd, + < (0)|V|¢(1)> E(Z)énm+E(1)<¢(°)|¢(1)>+E(°)d

Falla:n = m:

@ _ (O™ (V) 1 1,0
ED = (v Ip) = Zmin«n—E@( vIw)

AUl

_ |( (2)
= Zm#:n Er(l()) Er(no_) , = Eo >0
Fall b: n = m:
E1<¢(°)|¢(1)> < (°)|V|1,[;(1)>
dnm
(0) (0)
Em - En

d,n folgt aus Normierung

9.4 Entartete Storungstheorie
(also Spektrum von H, entartet)

1 0
1(1)=ch1¢1(1)

1
Gleichung erster Ordnung wie bei nicht-Entartung (nach

Integration):
0 0 0 1 0
CnmE( ) < ¢ )|V|l/)( )> = Er(l )5nm + CnmEr(z )
Betrachte nun nur einen entarteten Unterraum des
Hilbertraums, also eine Menge von 1/)(-0) mit E(O) E©® vj,
N < (0)|V|¢<0)> EDs,..

Scheinbarer Widerspruch, da linke Seite nicht zwingend null ist

Entwickele wieder

fiilr n # m. Aber: Fiir entartete I/J;O) sind auch

Linearkombinationen 1/7].(,0) =Y ijlll}}o) Eigenfunktionen von

H,. Man wihle nun die LK, fiir die <1/),(r?) |V|¢7(l°)> nur

Diagonalelemente hat. Diese konnen unterschiedlich sein
(Aufhebung der Entartung).

Letztlich sind Er(ll) die Eigenwerte der Matrix
< (0)|V|¢(0)>_




10 Variationsprinzip und
Pfadintegrale

10.1 Variationsprinzip

Sei |¢,,,) ein Satz von erratenen Wellenfunktionen mit
'm = {Pm|H|py). Seien |,,) die tatsachlichen Wellenfkt:

= |¢m) = Zn Anm w)n)

= En = Gy Gl H) = D lannl’E,
nn' =E 18, n
= ZlanmleO = Ey Z'a”m|2 -1
n
n

Zur Berechnung sollte |¢,,) von Variationsparametern A;
abhingen: |¢,,,(1;,7)). Damit:

En(4) = (¢ (20, T) [ H| P (21, 7))
Beste Wahl: rr/llm E (1)

10.2 Pfadintegrale in der Quantenmechanik
Pfadintegral betrachtet quantenmechanische Bewegung von x,
(z. B. vor Spalt) nach xj, (z. B. Schirm) als Summe aller
moglichen Pfade. Betrachte Zeitentwicklung:

iHt

[p(@) =e 7 |P), x(0) = xg, x(T) = xp.

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchenzut =T
iHT

bei x, ist:
ey lx(1)) = 3| exp (—250) o)
EsistH =T + V,aber dai. Allg. [T, V] # 0 folgt

e(_iHTT)lxa) * e(JTTT)e( LVT)|xa) = e( iV();la)T)e( lTT)lxa)

Aber fiir kleine Zeiten 6t gilt:
1H6t

e = 1——(T+V)6t+0(5t2)

iTSt ivst

e he h =1- —(T + V)6t + 0(6t?)

iHSt iTst ivst

Also: e” h =e he r +0(5t?)
Teile T aufin 6t = T /n. Damit:

_iHT iHT/n\™ iH3t
e h =<e h ) =<e h )

xa> = (x| exp (- 125"

n

Berechne nun:

(ol exp (=)

xa> Flige 1 ein:

iHSt fdxl- lac; ) (ox |
fdxl ~dx,_q xb exp (—T) xn_1>
iH6t iH6t
fo o9 (22 oo (- 225 )
n-1 n-1 6‘
iH&t = Xg
= [T Tex] Janlow 509 220
i=1 i=0

Betrachte nun:
LH5t

refent-

LV(xl)ét

Xi+1| €Xp

l> <xl+1 exp T:t)exp (_“7%) |xi>
exp (- )< (-9 |xi>
( Lv(xl)5f)fdp<xi+1|exp( 2mh)|P><PIx)
exp (— £2%)
(- )

iV(x;)dt ip?st
VED) [ dp exp (— 220 (i IpXpI)

ipxiL,  ipx;
= exp Lv(x‘)& [dpexp ( L:mif) ﬁe.Te_.T
=y ' '
- Quadr. Erganzung:
=Y f dpe __(_&er(% x1+1)) zZ=p+ %(Xi — Xit+1)

St m
h< <p+5t(xl x1+1)) zgt(xi+1_xi)2)

=y[dpe
i im (Xj 2
= yfdze n25:122 ezh( +81t ) ot

_ |2mhm
TN it

ifmXig=x\2_
— m eh(z( St ) V(xl)>6t
2mihét

Einsetzen ergibt
XL+1 Xi

n 1 n 1 ) v ))61’
Xit1=%i %
H dx’ 2mh6t (3% +0(6t%)

<xb | exp

i M(Xjt1—X{ nol
m V("i)) t J‘ m fﬂ
= f Dx eh (2( ot ) thé[ dxi

Definiere nun t; := i - t, sodass x; = x(t;). Fiir den Grenzfall
6t = 0 gilt dann:

e )

o2l de (242 = V(x®)) = Sl

Insgesamt:
<xb|exp (—#) xa> = fDx ehs[x]
10.3 Klassischer Pfad und Quantenfluktuationen

Aus dem Ergebnis
xa> = fDx ehs[x]

= Wirkung!

(o exp (- 57)

sieht man, dass Pfade x(t), fiir die die Wirkung stark fluktuiert,
durch destruktive Interferenz klein werden. Dominiert wird das
Pfadintegral also vom klassischen Weg x; (t), welche stationare
Phasen haben. Betrachte hierzu

x(8) = xq(t) + 6x(t)
= §t(T) = 0. Betrachte bei S[x] = T[x] — V[x]:

mit 6x(0)
T
m
T[x] =f dt —x?
o 2
T T T
:j dt 55631 +j dt 5(5:&)2 +mf dt %, 6%
0 0 0
Betrachte letzten Term:
T T 1 T
f dt J'cd592 = [xcl5x]€ —f dt 5('61596 = _f dt
0 = Yo mJo

(Da im klassischen die Newtonschen Gleichungen gelten)
Betrachte aufierdem:

T
=J- dt V(x, + 6x)
0

T v (xe) 107V (xy)
~ | dt [V(xy) + < Sx + —78x2>
J0 ( o axcl 2 axczl

Damit folgt insgesamt: ‘
S[x] = T[x] — V[x]

J-dt x5 + fdt—(éx)z fd aV(xcz)

V(xcl) 10 V(xcl)
_jo <V(xcl)+ o, 6x+2 ox2 8x?

av
(xc1) 5x

Xcl

= Tlxy] - V[xcl]+f dt—(Sx)z f il V(xCl)Sx

= Salx] + Sqlx]
Damit folgt: |

. i ;
<xb| exp (— %) xa> = fDx ezs[ ] — ehscl[ J.Dx equ[X]




10.4 Pfadintegral eines freien Teilchens
Betrachte nun freies Teilchen, also V = 0:

iHT lz‘ﬂ;l(ﬂ Xk+1—Xk 2—V(x ))(S't
<xb|exp(—lT) xa>=J-Dxeh k=0 2( ot ) ‘
n-1

im(Xps1=%k)?
:fDxl |eZh( ot )6t

k=0

TL

im 2 m
dx Hezhdt(xk“_xk) D= ——
th& f 1_[ k Y= \2net

n-1

m 2h6t\ 2 )
= iVrs1-Yi0?
(27Tih6t) ( m ) fl_[dy 1_[ "

Definiere nun z, =y, — yk 1 also Z1 = Y1 — Yo,
Z2 =Y2=Yo — 21, s Zn — Yo — X1 21
Damit:

fjooo dylei()h—YO)zei(YZ—)h)z

. . i 2
— foo dz, elzfel(YZ*YO*Z'l) _ = eE(J/Z*J/U) )
—0 2i

: 2 Loy Y2 2 LSV
foo dyzez(y3—y2) ez()’z Yo)© _ (l)ez(Y3 Yo) )
=c9 3

. i 5
foo dyleL(yl+1*y1)2€j(yl—J’o)‘)‘ — b el+1(}’l+1 y0)?
—© (1+1)i

_ n 1 ’ kr —(Yn Y0)?
(LT[) 218t (k+1)le
(n 1)‘ —(yn v0)? (yn—yo)
meuSt thndt
LR zhnst(xb %a)® e th(xb %a)®
2mihnét 2mihT

Definiere nun:

iHT
G(xg, xp, t) = (xb| exp (— T)
Leicht zeigt sich, dass

xa> = | o ipGpxa)?
2miht

G h? 0°G
a9t 2mox?
gilt. Beginnt man mit einer beliebigen Wellenfkt. 1 (x, 0):

Pix,0) = (x| exp (= 29) )
= [ dxa x| exp (= 55) o) el = [ i 6t 300 00

Dann gilt:
L/ aG h? 9%G
lhﬁ = th dxaalp(xa, 0) = _ﬂf dxaa—xgllj(xa, 0)
R/
™ d0x2

Die so berechnete Wellenfkt. erfiillt also die Schrédinger-Gl.
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